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Ozet

Bu caligmada istatistiksel fizigin temel yapitaglar1 érneklerle agiklanacak ve lise
miifredatinda da sik¢a kullanilan denge sabiti kavraminin nereden geldigi aciklanacaktir.
Bu dokiimani okuyabilmek icin temel seviyede kalkiiliis bilmek gerekmektedir.

Ergodik Hipotezi

Ergodik Hipotezi ya da Temel Varsaywm; bir sistemin erigebilecegi mikrodurumlar-
dan herhangi birinde olma olasiliginin egit oldugunu savunur. Sabit enerjide kapali
bir istatistiksel sistemin (yani ¢ok fazla sayida pargacikh bir sistem, 6rnegin bir gaz)
her bir parcaciginin verilen bir anda bulunabilecegi konumlar ve alabilecegi momen-
tumlar bu sistemin mikrodurumunu tanimlar. Makrodurum ise bu sistemin basing,
hacim, enerji veya sicaklik gibi makroskopik ozelliklerinin tiimidiir. Bazi makrodu-
rumlar olugturacak gok fazla sayida mikrodurum vardir, Bazi makrodurumlar ise ¢ok
az sayida mikrodurum araciligiyla elde edilebilir. Ergodik hipotezine gore sistemin her
mikrodurumda olma olasiligi esit oldugu i¢in sistemler her zaman mikrodurum sayisi
fazla olan makrodurumda olmaya yatkindir. Parcacik sayisinin ¢ok fazla oldugu du-
rumlarda, ki genelde ilgilendigimiz sistemlerde avogadro sayisi mertebesinde parcacik
oldugu digiiniiliirse incelenen herhangi bir istatisiksel sistemde diyebiliriz, bu mikro-
durum sayis1 farki o kadar yiiksektir ki rahatlikla sistem bilinen bir makrodurumda
bulunuyor diyebiliriz. (2(U) bir sistemin verilen bir i¢ enerjide erigebilecegi, ayirt
edilebilen mikrodurum sayisini ifade eder ve sistemin i¢ enerjisinin bir fonksiyonudur
(ve tabii hacim, sicaklik gibi bagka degiskenlerden de fakat simdilik sadece i¢ enerjiyi
yazalim.). I¢ enerji(U) sistemin ortalama enerjisidir. O zaman entropi asagidaki gibi
tanimlanir,

o(U):=InU) (1)

SI birimlerle,

S = kB In .Q(U)
Burada kp = 1.380 x 10723.J/ K Boltzmann sabitidir.



Sicaklik

Simdi birbirleri ile temasta iki sistem diigiinelim. Birbirleri arasinda 1s1 aligverisi ya-
pabilsinler ama digarisi ile 1s1 algverigi yapamasinlar. Bu durumda sistemlerin kendi
i¢c enerjileri degisebilir fakat i¢ enerjilerin toplami her zaman sabit kalacaktir. Iki
sistemdeki parcacik sayisi toplami ise N olsun. Simdilik sistemler arasinda parcacik
aligverisi olmadigini varsayalim, parcacik aligveriginin oldugu durumu daha sonra in-
celeyecegiz. O halde biittin mikrodurumlar toplamini goyle yazabiliriz,

AU,N) = (U, N1)$%(U — Uy, Ny) (2)

Burada U; < U. Bunun neden boyle oldugunu gérmek igin iki sistemin birbiri ile olan
durumunu gozden gegirelim. 1. sistem herhangi bir U; enerjisinde s mikrodurumun-
dayken diger sistemin alabilecegi mikrodurum sayis1 25(U —U;)’dir. 1. sistemin ise bu
enerjide alabilecegi s, mikrodurum sayis1 £2;(U;)’dir. O halde bu U; enerjide sistemin
alabilecegi mikrodurum sayisi 24 (U;)2(U — U;) olacaktir.(Her s igin (U — Uy)
tane) Fakat 1. sistem herhangi bir U; degerinde olabilecegi igin bu ifadeyi biitiin
U, degerleri iizerinden toplamaliyiz. Sonug olarak denklem(2) ye ulagiyoruz. Simdi
bu iki sistemin hangi i¢ enerjide dengeye gelecegini bulmak i¢in mikrodurum sayisini
maksimum yapan U;’i bulmamiz gerekiyor. Bunun igin tiirev alip sifira esitleyelim,

N1 N2

Toplam enerjileri sabit oldugu i¢in, dU; = —dU,. Buradan,

Lo 1 (0 (Ol (9l
D\ )y, 2 \OUy )y, oy )y, \ s )y,

Son olarak denkle(1)’deki tanimi da kullanarak asagidaki esitlige ulagiriz,

(%)M - <%>N2 (3)

Buradan sicaklign tanimlayabiliriz, eger sicakligi®,

).~

olarak tanimlarsak, bizim 1s1 aligverisi yapan iki sistemimiz i¢in,

T — T2

gecerli olur.

lsicakligs 7 = (%Z)N ,, seklinde de tanmlayabilirdik fakat iki ifade arasinda kiiciik farklihilar

var. ilkinde sicaklik 7(U, N, V') cinsinden iken ikincisinde serbest degigskenler 7(o, N, V') olur. Serbest
degiskenler deneyden deneye farklilik gosterebilir, bu ayrim bu ylizden 6nemlidir.



SI birimlerde sicaklik,
T=k BT

olarak verilir.

Boltzmann Faktorii ve Bolusiim Fonksiyonu

Simdi verilen bir sistemin istenilen bir enerji seviyesinde olma olasiligini hesaplayalim.
Bunun i¢in rezervuar kavraminin ne oldugunu tanimlamaliy1z. Bir rezervuar(R),inceledigimiz
sistemle(S) 1s1 aligveriginde olan, 7 sicaklikta devasa bir sistemdir. R + S sistemi
digarist ile 1s1 aligverisi yapmaz. Ornegin normal kosullarda gokytizii bir rezervuar
olarak diigiiniilebilir. §imdi rezervuarla temas halinde olan ve €; ve €5 enerji degerlerini
alabilen bir sistem diigiinelim. Bu sistemin verilen enerji degerlerini alma olasiliklarinin
orani agagidaki gibi verilebilir,
P(El) . QR(U() — 51)
P(Eg) QR(UO — 62)
Burada Uj rezervuar ve sistemin toplam enerjisidir. Sistemin durumlarinin olasiliklarinin
orani rezervuarin mikrodurumlarinin sayisinin orani cinsinden yazilabiliyor ¢iinkii toplam
enerji sabit oldugu icin sistemin durumu ile rezervuarin durumlar1 birbirlerine bagli.
Sistemin enerjisi € iken rezervuarinki Uy — ¢ olacak. Entropinin tanimimi kullanarak
bu ifadeyi su sekilde de yazabiliriz,
P(e;) eorlo=en)
P(ey) ~ eor(Uo—z2)

Taylor serisini kullanarak o(U)’y1 Uy etrafinda agabiliriz,

do 2 FPo
O-(UO_E':)_O-(UO)_&‘@ EW

Uo

Uo
g, Uydan cok daha kiiciikk oldugu icin, €2 ve daha yiiksek dereceli terimler ihmal
edilebilir. o /U yerine de sicakhg yerlestirirsek,
€
O'(Uo —5) = 0'<U0) — ;

O halde olasiliklarin oranini su sekilde yazabiliriz,
P(€1) eoR(Uo)e—al/T 6—81/7’
P(e) T eorUo)e—s2/m | g-ea/T ()

Burada her bir e=*/7 ifadesine Boltzmann faktori denir. Bu noktada yeni bir fonksiyon
tanimlayalhm,
Z:=) " (6)

Sistemin alabilecegi biitiin enerji degerlerinin® boltzmann faktorlerinin toplami. Bu
fonksiyonun ad1 Bélusim fonksiyonudur. Boliigim fonksiyonu bir nevi sabit sicaklikta

!Sistemin kendisi kuantum boyutunda parcaciklardan olustugu icin alabilecegi enerji degerleri
kvanthidir. Yani sistem her enerji degerini alamaz. Bu yiizden enerji degerlerinin toplamini yazabildik.



sistemin alabilecegi mikrodurum sayisinin bir ol¢uisiidiir. Boliigiim fonksiyonu sayesinde
sistemin istenilen enerji degerini alma olasiligini yazabiliriz,

6*6/7‘
P(e) = 7 (7)

Bu ifade olasilik i¢in normalizasyon kosulunu saglar,

1:ZP(ES):%Z€_6S/T:§: 1

S

Boliistim fonksiyonunu kullanarak sistemin i enerjisini de hesaplayabiliriz. I¢ enerjiyi
sistemin aldig1 enerji degerlerinin ortalamasi olarak tanimlamigtik. O halde i¢ enerjiyi
asagidaki gibi yazabiliriz,

ZSS Es _ ng —es/T _ 7_28181;2 (8)

Bu ifadelerin neden esit oldugunu ispatlamak icin denklemin sag tarafindaki islemi
yapabiliriz,

dln Z Olmzoz  ,10 1 De—es/T
27~ — 2 = 785/7 — 2
T T E e T — E

or oz or Z or 7

S

a ES/T ) § 7557‘ —Es/T
:_2361/7' aTT = e /X_:_ng /

Goritldugii gibi bu iki ifade 6zdegtir.

Basing

Bu ana kadar yaptigimiz biitiin iglemleri sistemin hacminin sabit oldugunu varsayarak
yaptik. Inceleyecegimiz sistem bir kiibiin icinde olsun ve enerjisi ¢, olsun. Bu kiibe
yiizeylere dik olacak sekilde bir p basinci uygulayalim ve uygulanan bu basing kiibtin
0V kadar kiigiilmesini saglasin. Bu iglemi o kadar yavag yapalim ki stire¢ boyunca
sistemin enerjisi hacim degisimine bagh olarak degigse bile mikrodurumu ayni kalsin.
O halde enerji degisimini taylor serisinden yazabiliriz,

ou
UV —=-6V)-UV)= -0V
v -ov)—vw)=-ov (5)
Burada entropi sabit ¢iinkii mikrodurumlar: degistirecek hicbir sey yapmadik. Aym
zamanda sistemin enerji degisimini, bagka herhangi bir yere enerji kaybetmeyecegi icin,
tizerine yapilan ig cinsinden yazabiliriz. Kiibiin dig ytlizey alan1 A olsun ve yiizeylerinin
hareket ettigi mesafe dx olsun. Kiibe yapilan is,

pASz = 0U



Olarak verilir. Burada Adx agik bir gekilde 6V ’ye esittir. Yani,

U U
pdV = =6V (8—‘/)0: p=— (a_v)g (9)

Buradan basing i¢in bir ifade elde etmis olduk. Simdi basincin entropi cinsinden

ifadesini yazabilmek i¢in entropinin diferansiyelini alalim. Entropi i¢ enerjiden, hacim-

den ve parcacik sayisindan bir fonksiyon. Parcacik sayisini simdilik sabit kabtil ettigimiz
i¢cin entropinin degisimini su sekilde yazabiliriz,

Jdo Oo
do=|(—] dU — | dV
(), (),
Simdi dU ve dV’yi Gyle bir secelim ki entropi degigimini sifir yapsinlar. Bu dU ve
dV’yi dU, ve dV, olarak gosterelim. O halde,

Oo Jo Oo dU, Oo
0= (%)ﬂ”ﬂ* (W)ﬁvﬂ;‘ (@)m = (W)U

Burada ‘;‘(i;’ acikca (%) 'dir ki bu ifadenin (eksiyle) basinca esit oldugunu gosterdik.

(%) ise %’ya esittir. Yani,
v

@) b @] e

Basinci entropi cinsinden bulmus olduk.

Termodinamik Ozdesligi

Biitiin bu ifadeleri kullanarak entropinin degigimini tekrar yazalim,

do— (2 ar (L) gy o do- U PV
ou )., v )y T T

Buradan da,

AU = 7do — pdV | (11)

Ozdesligini elde ederiz. Bu ifadeye Termodinamik Ozdesligi denir.

Helmholtz Serbest Enerjisi

Hacimin ve sicakligin sabit oldugu durumlarda yeni bir fonksiyon tanimlamak faydal
olur.
oV,1):=U—710 (12)

Bu fonksiyonun adi Helmholtz serbest enerjisi’dir. Bu fonksiyonun neden faydal
oldugunu goérmek i¢in Helmholtz serbest enerjisinin degisimini alalim,

d® = dU — odt — 7do



Sabit sicaklikta od7 sifir olur ve sabit hacimde, sicakligin tanimindan dolay1, 7do = dU
olur. Bu kosullar altinda srbest enerjinin degisimi,

dd = dU — 7do = dU — dU = 0 (13)

Olur. Yani sabit hacimde denge durumunda (7 sabitken) Helmholtz serbest enerjisi
minimum olur. Serbest enerjinin bagka bir faydasi, onun araciligiyla baska o6zelliklerin
bulunabiliyor olmasi. Yine serbest enerjinin degigimini yazalim,

d® = dU — odr — 7do
Termodinamik 6zdegliginden,

Tdo = dU + pdV = d® = —odt — pdV

(3),-
()~

Ayrica serbest enerjiyi boliigiim fonksiyounu cinsinden de yazabiliriz. Bunun igin
boliigim fonksiyonunu farkli bir sekilde yazmamiz gerekiyor. Boliigiim fonksiyonu bir
sistemin aldig1 enerji degerlerinin biitiin mikrodurumlar iizerinden toplami oldugu
i¢in ayni1 enerjiyi verenmikrodurumlardan gelen terimler ayni olacaktir. O halde biitiin
bu ayni terimleri, verilen bir i¢ enerji degerinde bulunan mikrodurum sayisi ile ¢arpip
tek bir terim olarak yazabiliriz,

Z =Y e =T =>"U)e "

Burada U; sistemin alabilecegi i¢ enerji degerleridir. entropinin tanimini yerlestirirsek,

7 _ Zea(Ui)G_Ui/T _ Z e(Toi=Us)/T _ Ze—@i/T o e—@/r

i

O halde,

Buradaki @, inceledigimiz sistemin kendi makrodurumunun degerleri girilmis bir ic
enerji fonksiyonudur. Bu toplamdaki agik ara farkla en biiyiik terim ¢’nin maksimum
oldugu i¢ enerjideki durumdan gelen terimdir ve giriste de bahsettigimiz gibi parcacik
sayist ¢ok cok fazla oldugu zaman entropi bu i¢ enerji degerinde ¢ok keskin bir pik
yapar. Dolayisiyla toplamdaki en baskin terim bu i¢ enerji degerinde olur. Ayrica
makrodurumun tanimindan dolay1 bu ig enerji degeri (bagka ozelliklerle de birlikte)
sistemin makrodurumunu bize verir. Buradan serbest enerjiyi cekersek,

b= —rln(2) (14)

olarak buluruz.



Kimyasal Potansiyel

Bu agsamaya kadar yapilan biitiin iglemler sistemdeki parcacik sayisinin sabit oldugu
varsayllarak yapildi. Simdi tiirettigimiz ozelliklerin pargacik sayisi degigimine gore
nasil degisecegini inceleyelim. Rezervuarla denge halinde bulunan iki sistemimiz olsun.
Bu iki sistem parcacik ve 1s1 ahgverisi yapabilsin. Iki sistemdeki toplam parcacik saysi
da sabit olsun. Sistemlerin sicakligi da hacmi de sabit oldugu igin sistemlerin toplam
helmholtz serbest enerjisinin degisimi sifir olacak (denklem(13)’ten). Toplam parcacik
say1s1 sabit oldugu i¢in dN; = —d N, olur. Buradan,

0P, 0Py
=B+ By db= (L) AN+ (2 dN, =
L (3N1>T,v 1+<3N2>T,v > =0

Buradan,

09, 0D, _ 09, _ 0Py
ka_Nl)T,v - (G_M)T,v] e (8N1>T,v N <3N2>T,v 1)

Buradan yeni bir ozellik tanmimlayabiliriz,

oP
V.N) = =— 16
urvw) = (55) (16)
u kimyasal potansiyeldir'. Denge durumunda bu iki sistem icin,

M1 = He
gecerli olur. Kimyasal potansiyel entropi cinsinden de yazilabilir. Bunun i¢in en-
tropinin degigimini yazalim,
do do iy
do(U/N, V)= =— dUu — av — dN
A= (57) s (57),, v+ (3%),,

Simdi sistemin hacminin sabit kaldigin1 varsayalim ve dU ile dN’i oyle bir secelim ki
sicaklik stire¢ boyunca sabit kalsin. Bu dU ve dN’i dU, ve dN, olarak gosterelim. Bu
durumda do, sicakligin sabit tutuldugu durumdaki entropi degisimini gostrir. Entropi
degisimini yeniden yazalim,

oo oo
do, = | — dU. — dN,
7 (aU)Ny '*(6N>uv

Her iki tarafi da d N, "ya boliip dU, /d N yerine (OU/ON),v, do,/dN. yerine de (0o /ON ), v
yazarsak,

(80> - (80) (aU) . <60) B (8U> . (80)
ov) ., \av )y, \on) " \av ), ~7\ov )., "\an ),

! Aslinda parcacik sayis1 kvantli bir 6zellik oldugu icin bu bir tiirev degilde bir ¢ikarma iglemidir.
w=®(r,V,N)—&(7,V, N—1) Fakat parcgacik sayis1 gok fazla oldugu i¢in tiirev olarak kabl edilebilir.




denklem(12)’den ve kimyasal potansiyelin tamimindan,

() (N (@
= ON TV a ON TV ON TV
Bu iki denkelmden,

_(UN (e _ (oo (o) (oo
"= aN TV 8N T,V_ aN TV 8N U,v 8N TV

e (g_;\f]) UV o

Ifadesine ulagiriz. Bu denklemi de kullanarak daha genel bir termodinamik 6zdesligi
yazabiliriz. Denklem(11) pargacik sabit oldugu siirece gegerlidir fakat parcacik aligverisi
yapan sistemler i¢in entropinin parcacik sayisina gore degisimini de hesaba katmak
gerekir. Entropinin degisimini yazalim,

dU av dN
:—+ _

do

T T T

Buradan,

dU = 7do + pdN — pdV (18)
| |

Esitligine ulagiriz. Bu denklem(11)’in genellestirilmig halidir.

Gibbs Faktoru ve Gibbs Toplami

Onceki kisimlarda hesapladigimiz Boltzmann faktoriinde parcacik degisimi yapmayan
bir sistemin istenilen bir enerji seviyesinde olma ihtimalini bulmusgtuk. Benzer bir
analoji kullanarak bir sistemin belli bir parcacik sayisindaa ve enerjide olma olasiligini
hesplayalim. Yeniden sistemin mikrodurum sayisini rezervuarinkini kullanarak yaz-
abiliriz,

P(Nl,El) .Q(N()—Nl,UO —51) BU(NoiNl’Uofel)

P(NQ,{{Q) N Q(NO — NQ, Uy — 62) N o (No—Nz,Uo—e2)

Burada Ny ve Uy sirsiyla rezervuarin ve sistemin toplam pargacik sayisi ve i¢ enerjisi.
Entropi fonksiyonunu Taylor serisi ile agarsak,

o(No— N,Uy —¢) = a(Ny,Uy) — N (&> —€ (8—0) + ...
Uo No

Ve burada,




denklemlerini yerlestirirsek,

P<N17 51) e(Nlﬂ_El)/T
P<N2,52)  e(Na2pu—e2)/T

(19)

Esitligine ulaginz. Buradaki her bir exp[(Nu—¢) /7] ifadesine Gibbs faktdori denir. Bu-
rada yeniden normalizasyon kogulunu saglayacak sekilde yeni bir fonksiyon tanimlayalim,

C(um) =) exp[(Np — ,(N)) /7] (20)

N s(N)

Buna Gibbs Toplam: denir. Buradan olasiligi,

e(NM_s)/T
¢

Olarak yazabiliriz. Burada daha ifadenin daha toplu goziikmesi icin, mutlak aktifiik
fonksiyonunu tanimlayabiliriz, A = e*/7;

P(N,e) = (21)

>\N —e/T
P(N,e)=2° (22)
¢
O halde herhangi bir makroskopik 0zelligin ortalamasi su sekilde verilebilir,
X (N, s)\Ne—=s/7
ZN,S ( ) (23)

(X) =) X(N,s)P(N,s) = :

Ideal Gaz Yasasi

Tiiretimlere devam etmeden once daha sonra da igimize yarayacak ideal gaz yasasini
gikaralim. Daha once dipnot olarak da verdigimiz gibi sistemler, sahip olduklar
parcaciklarin kuantum boyutlarinda olmasindan dolay1 kvanthi enerji degerleri ala-
bilirler. Biraz konu kapsaminin digina ¢iksa da bunun nasil tiiretildigini gormek ileride
gosterdigimiz ozelliklerin uygulamalar: i¢in faydali olacaktir.

Kutudaki Atom

Hacmi L? olan kiibik bir kutuda tek bir atom oldugunu hayal edelim. Bu parcacik iic
boyutlu Schrédinger denklemine uyacaktir,

2

—h
WVQW%?L Z) = 5¢($»y,2) (24)

Burada v dalga fonksiyonu, i = 1.05 x 1073*J x s indirgenmis planck sabiti ve
M ise parcacigin kiitlesidir. Bu diferansiyel denklemi ¢ozmek igin ¢ fonksiyonun
bagimsiz degiskenlerden fonksiyonlarin ¢arpimi olarak yazalim. Eger bu durumda
sinir kogullarin1 saghyorsa varsayimimiz dogudur ve denklem ¢oziilmiis demektir. O
halde,

¢

o ou
oo 2) = EDS(:) = Vo = (055 + €50+ s )

9



—h*/2M = o dersek ve € = &, + ey + €, olarak yazarsak Schrodinger denklemini
yeniden yazabiliriz,

PE o ¢
(=) + (e —=) + (G5 =) =0

Bu sekilde denklemi tige ayirmig olduk. Her terim ayr1 bir degiskene baglh oldugu i¢in

sOyle bir yorum yapabiliriz,
([« P .
— a5 &z | =C
£ Ox?

&
(353-7)

a ¢
(65-1)-

Cytey+ec,=0

Simdi her bir terimi tek tek inceleyelim. ¢, + ¢, = €, olsun,

a 0PE e

fo = g = b
oG
oY

Bu denklemin genel ¢oziimiinii su sekilde yazabiliriz,
£(x) = Asin(k,x) + B cos(kzx)

Bu adimdan sonra sinir kogullarini incelemeye baglayabiliriz. Bir kutu atomun digar
gikamayacagl bir potansiyel kuyusu olarak diigtiniiliirse eger, Bu durumda kutunun
diginda dalga fonksiyonu sifir olmalidir. Dalga fonksiyonunun kendisi stirekli oldugu
icin z = 0 ve x = L’de dalga fonksiyonunun degeri sifir olmalidir. Yani,

E(r=0)=0=D8
27

: ™

E(x=L)=0= Asin(k,x) = Kk, =0, $z, $f,

Bu ifadede £ = 0 sonucu normlizasyon kosulunu saglamaz. Yani ortada pargacik

yok demektir bu yiizden bir ¢oziim degildir. Ayrica sin(—x) = sin(z) oldugu igin

negatif ¢oziimler farkli tipten bir dalga fonksiyonu degildir. A ise bir normalizasyon

sabitidir. Onu bulmak i¢in [ |[¢/*||dz = 1 kosulu kullamilir. Bu durumda geriye

Ky = ngmw/L,n, € N kalir. Bunun ne demek oldugunu yorumlayabilmek i¢in «,’in
ifadesini yazalim,

€z wh?

:> x:— s x:1,2,3,...
o T oyt

10



Burada karsimiza ¢ok carpici bir sonug c¢ikti. Sistemin alabilecegi enerji degerleri ile
ilgili hichir varsayim yapmamig olmamiza ragmen enerji degerleri her bir degeri degil
sadece n? seklinde artan degerleri alabiliyor. Aym zamanda yaptigimiz hicbir adim
ozellikle x ekseni ile alakal degildi ve diger eksenlerde de sinir kosullar: tipatip ayni
olacak, yani her eksenin ¢oziimii ayni olacak. Sistemin net enerjisini yazarsak,

E=¢cpteyte, =€ t+eyte,+Cp+Cy+C=¢€+¢€¢ +¢€,

Yani,
m2h?
E =
2M L2
Biitiin enerji seviyelerini bulmug olduk. Artik tek bir atom i¢in boliigtim fonksiyonunu

yazabiliriz,
wh’ 2 2 2
=YY Yoo o) (26)

Ng Ny

(n2+n2+n2), ngmnyn.=123, . (25)

eksponansiyeldeki ifade ¢ok kii¢iik oldugu i¢in bu toplamlar integrallere yaklastirilabilir.

Yani,
o) 0o 0o 7T2h2 ) ) )
7y = /0 dn, /0 dn,, /0 dn exp [— 2ML27(n9” +n, + nz)]

o ) 5 3 1 oo ) 3 13/2
= dn exp(—[(“n > :—(/ dx exp(—x ) = —
(] mewietin) =5 ([ wrew=et) =55
Burada (% = h*7?/2M L?7’ya esittir. Yani,

gV
LT (2nh2 MT)3)2

=n,V (27)

Olarak bulunur. Burada da n, = (M7/27h*)%? Kuantum konsentrasyonudur. Bir
ideal gaz1 parcaciklari birbiri ile etkilesmeyen ve parcaciklar: birbirine 6zdes olan bir
gaz olarak tamimlayabiliriz. Bu durumda bir parcacigin varligi bir digerinin alabilecegi
enerji degerlerini degistirmez. O halde bir atom i¢in buldugumuz boliigiim fonksiy-
onunu kullanarak bir ideal gazin boliisiim fonksiynunu da hesaplayabiliriz. Birden fazla
atomun enerjileri toplanacak ve boliigiim fonksiyonunda ekponansiyele yazilacagi igin
boliigiim fonksiyonlar1 garpilacak. Bu sebepten dolay1 ilk bakigta ideal gazin boliigtim
fonksiyonuna Zy = Z} diyebiliriz fakat bu yanhs olur. Ciinkii ayni enerji degerini
veren konfiglirasyon sayisini da hesaba katmaliy1z. Diyelim ki ii¢ pargacikli bir gazimiz
olsun ve bu parcaciklar sirasiyla 1,2,3 diye isimlendirelim. Parcaciklarin toplam ener-
jisi E olsun ve bu enerjide her parcacigin enerjisi sirasiyla 1, €5 ve €3 olsun. Pargaciklar
birbirinden ayirt edilemedigi i¢in bu enerjiyi veren 6 tane durum olacaktir. Asagida
bu durumlarin hepsi bir tabloda verilmistir,

l.parcacik 2.parcacik 3.parcacik

€1 €2 €3
€1 €3 €2
€2 €1 €3
€2 €3 €1
€3 €1 €9
€3 €2 €1
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Biitiin bu mikrodurumlar ayni toplam enerjiye denk gelecektir. Boliigiim fonksiy-
onunu hesaplarken mikrodurumlar tizerinden bir toplam aliriz fakat bu 6rnekte bahsi
gecen mikrodurumlar birbirlerinden ayirt edilemiyor. Yani biitiin bu durumlar ayni
mikroduruma denk diigiiyor. Bu yiizden hepsini hesaba katmamamiz lazim. N tane
parcacik i¢in Ayni enerjiyi veren durum sayisi 6 degil N! olacaktir. O héalde Zy’i soyle
yazabiliriz,

Ny/N
7 _ Z_{V _ Vv
YTNILTONI
Artik boliigiim fonksiiyonunu da buldugumuza gore serbest enerjiyi hesaplayabiliriz.
Denklem(14)’ten yola ¢ikarak Serbest enerjiyi,

(28)

®=—71InZy=—-—7NInZ;+7InN! (29)

Burada Stirling yaklastirmasini uygulayalim. Stirling yaklagtirmasina gore ¢ok biiyiik
N degeri i¢in, In N! =2 NIn N — N’dir. Bunu yerlestirirsek,

&= —rNn(n,V)+7NInN — 7N

Serbest enerjiden N parcacikli bir ideal gazin basincini hesplayabiliriz,

_ (92 _ N7
P==\av) ~ v

n := N/N4 olarak tammmlayalim, burada Ny = 6.022 x 10?* Avogadro sayisidir. SI

birimlerde bu ifade,
(30)

Olarak yazilir. Burada R = kg /N4 = 8.314J/mol x K ideal gaz sabitidir. Bu sayede
ideal gaz denklemini gikarmig olduk.

ig Serbestlik Dereceleri ve Dagilim Fonksiyonu

Bir parcacigin enerjisine katki yapan tek hareketi yer degistirmesinden kaynakli degildir.
Parcacik kendi etrafinda dondiigii i¢in ve titresim yaptigi igin enerji kazanabilir. Ttim
bu hareket cesitlerine serbestlik derecesi adi verilir. Bunu su sekilde yazabiliriz,

gn =€p+ Eimt

Burada e, kiitle merkezinin hareketinden gelen enerji, €;,,; ise diger serbestlik dere-
celerinden gelen enerjidir. O zaman bu enerji seviyesinin Gibbs toplam1 yaklagik olarak
su sekilde verilebilir,

(214 de /™

Burada A'nin yiiksek tslerini ihmal ettik ¢linkii ideal gaz icin herhangi bir orbitalde
bulunan ortalama pargacik sayisi ¢ok kii¢iiktiir. Bu ortalama parcgacik sayisina Dagalim
Fonksiyonu denir ve f(&,) ile gosterilir. Bu durumda Gibbs toplamu,

C=14A) e Entem)m = Nem=n/m Y "ement/T = 1 4 Ne™ /7 Zipy

int wnt
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olur. Burada Z;,; = >
onunu yazalim,

int e~cnt/T olarak verilir. Bu ifadeyi kullanarak dagihm fonksiy-

N, NaAeE T e
a ¢ T 14 AZgueenl7

(&) = (V) > NZe 5™ (31)
Burada N,, n. enerji seviyesindeki parcacik sayisidir!. Ortalama parcacik sayisini
denklem(23)’yi kullanarak bulduk ve yeniden A\’y1 birin yaninda ihmal ettik. Dagilim
fonksiyonu bizim kimyasal potansiyeli hesaplamamiz1 saglayacak. Dagilim fonksiy-
onlarimi biitiin enerji seviyeleri iizerinden toplarsak toplam parcacik sayisimi elde ed-
eriz. Ciinkii her bir enerji seviyesindeki ortalama parcacik sayilarinin toplami bizde
sistemdeki tiim parcacik sayisini vermek zorunda. Bu bilgiyi kullanarak kimyasal
potansiyeli bulalim,

S FE)=(N)Y=N=> Npe /" =Ny » e /7

n

Ifadesini elde ettik. Burada dikkatimizi >on e~en/T carpani cekiyor. Hala bir ideal gaz
inceledigimiz i¢in sistemin aldig1 enerji degerleri tek bir atomun aldig1 enerji degerlerine
esittir. Yani bu garpan Z;’e esittir! Z;’i ise denklem(27) ile bulmugtuk. O héalde son
ifademizi yazalim,

N = A\un,V = A =

32
anint ( )

n = N/V birim hacimdeki parcacik sayisi veya konsentrasyondur. A\ = e/ olarak
tanimlandig icin,

= 7 [In(n) — (1, Zins) (33)

Burada kolaylikla gortildiigi gibi n,Z;,; sadece sicakliga baghdir ve konsentrasy-
ona bagl degildir.

Gibbs Serbest Enerjisi

Helmholtz serbest enerjisi sabit hacim ve sabit sicaklikta cok islevli bir fonksiyondur
ama uygulamalarda ¢ogu kez hacim degil de basincin sabit oldugu durumlar icinde
buluruz kendimizi. Bu gibi durumlarda bize kolaylik saglamasi icin Gibbs Serbest
enerjisini tanitmamiz gerekir. Gibbs serbest enerjisi soyle tanimlanir,

I(N,7,p):=U — 10+ pV (34)

Gibbs serbest enerjisinin en 6nemli 6zelligi sabit basingta ve rezervuarla temas halinde
bulunan bir sistem i¢in minimumda bulunmasidir. Bunu gosterebilmek i¢in Gibbs
serbest enerjisinin degisimini alalim,

dI'= dU — tdo — odt + dpV + pdV (35)

! Aslinda herhangi bir enerji seviyesinde aymi anda bulunan parcacik sayisi parcacigin tiiriine
bagl olarak kuantum mekanigi yasalarina gore kisitlaniyor. Bizim ele aldigimiz durum bozon denen
pargaciklar icin gegerlidir. Fermiyon denen pargaciklarda durum farkhdir (nasil farkli olduklar: bizim
konu kapsamimizin diginda) fakat f(€,) << 1 olarak aldigimiz i¢in, yani klasik yaklagimda ikisi de
ayni fonksiyona yaklagir.
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dr ve dp 0 olacak ve termodinamik 6zdesliginden 7do = dU — udN + pdV oldugunu

biliyoruz. bunlar: yerlegtirirsek,
dl'= pdN

ifadesini elde ederiz. Fakat sistemimsz rezervuarla sadece temas halinde ve parcacik

aligverisi yapmiyor bu yiizden,
(36)

sonucuna ulagiriz. Bu I'nmn bir extremum! noktasinda oldugunun ispatidir. Simdi
yeniden ['nin degisimini yazalim ve termodinamik 6zdesligini yerlestirelim,

dl'= pdN — odr + Vdp (37)

I'nin degigimi ayni1 zamanda kismi tiirevleri cinsinden de verilebilir,

or or or
dl'= (—) dN + (—) dr + (—) dp
ON p or Nop Op Nor

Bu iki denklemden,

Kimyasal Tepkimelerde Denge ve Denge Sabiti
Herhangi bir kimyasal tepkimeyi asagidaki formda yazabiliriz,

A+ 1Ay +sAs+ . =0= Y A =0 (39)

Ornegin,
CH4 + 202 — 2H20 + C02

tepkimesinde v’lar katsayilari, A’lar ise molekiilleri temsil eder. Yani,
Al == CH4, A2 == Og;Ag == HQO,A4 == COQ vy = 17 Vy = 2, V3 = —2, V4 = —1

Olarak verilir. Simdi bu tepkimenin sabit basing ve sicaklikta gergeklestigini varsayalim.
Bu durumda Gibbs serbest enerjisinin degigimi sifir olacak ve denklem(37)’den agagidaki
ifadeye esit olacak,

dl' =" " dN;; =0 (40)

” »

!Bu extremum bir minimum olacaktir. Bunun sebebi o'nin éniindeki igsaretidir ve bu yazida

verilmeyen bir ozellikten gelir.
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Burada dN; ve p; tepkimeye giren her molekiiliin pargacik sayisi degigimi ve kimyasal
potansiyellerinin degisimidir. Tepkime gerceklesmeye devam ettikce tepkimenin gerceklestigi
bolgedeki molekiillerin sayilari, denklem(40)’taki toplami 0 yapacak sekilde degisecektir.
Simdi denklem(39)’u inceleyelim, tepkimenin kisa bir stirede gerceklesme sayisi dr ol-

sun. Her bir molekiiliin sayisinin degigsimi bu durumda,

d]\/vZ = I/Z‘d’l“

olarak verilir. Ciinkii tepkime her gerceklestiginde her molekiiliin sayisinin artigi ya
da azaligi, tepkimedeki katsayisina orantili olacaktir. Buradan,

dl'= ZuidNi = Z,uiuidr = dTZMM’ =0= Z vitt; =0 (41)

Ifadesine ulagtik. Denklem(33)’te ideal gazin kimyasal potansiyelini bulmugtuk. Tep-
kimenin elemanlarinin gaz olanlarini ideal gaza yaklagtirirsak eger,

pi =7(Inn, —Ine); ¢ = ngZin =

TZUi(lnni —Ing)=0= Zl/ilnni = Zyilnci = lan;’i = lanZ'-’i

Hn = H = K(1) (42)

Sonunda tanidik ifadeyi ¢ikardik. Katsayilar tislere gecti ve toplam carpima dontistii ¢linkii log-
aritma fonksiyonunda katsayilar1 argiimanin iissii olarak yazabiliriz ve logaritmalarin
toplami argiimanlarin ¢arpiminin logaritmasini verir. Nihayet denge sabitine ulagmig

olduk. Hemen basit bir ornekte denge sabitini hesaplayalim,

2NH;3 = Ny + 3H,

Bu gibi bir durumda denge sabiti asagidaki ifadeye esit olur!,

v _ [No] x [Ho]?
Rt ¥ K

Denge sabitinin bize sagladigi avantaj, bir durumda sistemdeki farkli elemanlarin kon-
sentrasyonlarini bildigimiz siirece denge sabitini hesaplayabiliriz ve sicaklik degismedigi
taktirde sisteme molekiil eklense bile bu sabit ayni kalacaktir. Bu sayede yeni eleman-
larin konsentrasyonlarini hesaplayabiliriz.

'Bu ifade sanki yukarida verilen v tanimiyla celisiyormus gibi goziikiiyor, yani denklemin sag
tarafinin degil de sol tarafinin katsayilar1 negatif alinmig gibi. Bu agikga goriildiigli tizere higbir sey
degistirmez. Eger x sabitse 1/x de sabittir. Bu denklemdeki gibi yazmay1 tercih ettim ¢iinkii bu
daha yaygin olarak kullaniliyor.
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